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. II . 第 3章 习题

习题 1. 设 a1, a2, · · · , an是n个正数，证明：由Ω(x) =
(∑n

i=1 aix
2
i

) 1
2 定义的函数Ω : Rn → R

是一个范数。

习题 2. 证明：当且仅当 x和 y线性相关且 xTy ≥ 0时，才有

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2

习题 3. 设 ∥ · ∥是 Rm 上的一个向量范数，并且设 A ∈ Rm×n。证明：若 rank(A) = n，则

∥x∥A := ∥Ax∥是 Rn 上的一个向量范数。

习题 4. 证明：如果 A = (a1, a2, · · · , an)是按列分块的，那么
∥A∥2F = ∥V a1∥22 + ∥V a2∥22 + · · ·+ ∥an∥22

习题 5. 证明：∥AB∥F ≤ ∥A∥F ∥B∥F 和 ∥AB∥F ≤ ∥A∥F ∥B∥2

习题 6. 设 ∥ · ∥是由向量范数 ∥ · ∥诱导出的矩阵范数。证明：若 A ∈ Rn×n 非奇异，则

∥A−1∥−1 = min
∥x∥=1

∥Ax∥

习题 7. 证明：在 Rn上，当且仅当 A是正定矩阵时，函数 f(x) = (xTAx) 1
2 是一个向量范数。

习题 8. 设 a1 =


1

2

−1

 , a2 =


−1

3

1

 , a3 =


4

−1

0

，试用正交化过程把这组向量规范正交
化。

习题 9. 由 ∥x∥22 = ⟨x, x⟩和 VTV = I，证明:
∥(xi − µn)− VVT(xi − µn)∥22 = (xi − µn)

T(xi − µn)− (xi − µn)
TVVT(xi − µn)

习题 10. 令 B = {v1, v2, · · · , vn}是子空间W的正交基，且 u是子空间W内的向量，证明：
若 u = a1v1 + a2v2,+ · · ·+ anvn，则

∥u∥2 = |a1|2 + |a2|2 + · · ·+ |an|2

习题 11. 证明，任意一组由 R3 中的 4个或者更多的向量的集合不可能组成 |R3 的正交基。

习题 12. 考虑两个子空间 U1 和 U2，其中 U1 是齐次方程组 A1x = 0的解空间，U2 是齐次

方程组 A2x = 0的解空间。其中

A1 =


1 0 1

1 −2 −1

2 1 3

1 0 1

 , A2 =


3 −3 0

1 2 3

7 −5 2

3 −1 2


(1)求子空间 U1,U2 的维数。

(2)求子空间 U1,U2 的基。

(3)求子空间 U1 ∩ U2 的基。
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习题 13. 考虑两个子空间 U1 和 U2，其中 U1 是 A1 的列张成的空间，U2A2 的的列张成的

空间。其中

A1 =


1 0 1

1 −2 −1

2 1 3

1 0 1

 , A2 =


3 −3 0

1 2 3

7 −5 2

3 −1 2


(1)求子空间 U1,U2 的维数。

(2)求子空间 U1,U2 的基。

(3)求子空间 U1 ∩ U2 的基。

习题 14. R5 的欧氏空间。子空间 U ⊆ R5 和 x ∈ R5 如下：

U = span





0

−1

2

0

2


,



1

−3

1

−1

2


,



−3

4

1

2

1


,



−1

−3

5

0

7




, x =



−1

−9

−1

4

1


(1)确定 x在子空间 U上的正交投影 πU (x)

(2)计算 x到子空间 U的距离，d(x,U)
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