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布朗运动及其分布

练习题 6.1

（若无特别说明，以下总设 B = {B(t) ; t ⩾ 0} 为标准布朗运动。）

2. 对任意 0 < s < t，求 B(s) +B(t) 的概率密度函数。

解 :

首先，B(s) 与 B(t) 不独立，所以需要进行变换，B(s)+B(t) = 2B(s)+B(t)−B(s)，而
B(s) 与 B(t)−B(s) 是独立的，且 B(s) ∼ N(0, s), B(t)−B(s) ∼ N(0, t− s)，所以

B(s) +B(t) = 2B(s) + (B(t)−B(s)) ∼ N(0, 4s+ t− s) = N(0, 3s+ t)

所以 B(s) +B(t) 的概率密度函数为

p(x) =
1√

2π(3s+ t)
e−

x2

3s+t

3. 在例 6.1.9 假设下，（例 6.1.9：记 µ = (1, 2, 3)T, D =


1 1 1

1 4 2

1 2 9

，(X1, X2, X3) ∼ N(µ,D)）

(1) 求 X2 = 2 时 (X1, X3) 的条件联合分布；

交换 X2 与 X3 的位置，(X1, X3, X2) ∼ N



1

3

2

 ,


1 1 1

1 9 2

1 2 4


，则 µ̃ =

[
1

3

]
, v = 2,

A =

[
1 1

1 9

]
, B =

[
1

2

]
, C = 4，

(X1, X3) ∼N(µ̃+BC−1(2− v), A−BC−1BT)

= N

([
1

3

]
,

[
1 1

1 9

]
−

[
1

2

]
1

4

[
1 2

])
= N

([
1

3

]
,

[
0.75 0.5

0.5 8.0

])

(2) 求 X2 = 2, X3 = 3 时 X1 的条件分布。

µ̃ = 1, ȳ =

[
2

3

]
, v =

[
2

3

]
, A = 1, B =

[
1 1

]
, C =

[
9 2

2 4

]
，

X1 ∼N
(
µ̃+BC−1(ȳ − v), A−BC−1BT)

= N

1, 1−
[
1 1

] [9 2

2 4

]−1 [
1

1

] = N

(
1,

23

32

)
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4. 已知 B(1) = x，对任意 0 ⩽ s1 < s2 ⩽ s3 < s4 ⩽ 1，证明

(1) E((B(s4)−B(s3))(B(s2)−B(s1))) = (s4 − s3)(s2 − s1)(x
2 − 1),

证明 :

E((B(s4)−B(s3))(B(s2)−B(s1)))

= Cov(B(s4)−B(s3), B(s2)−B(s1)) + E(B(s4)−B(s3)) · E(B(s2)−B(s1))

= Cov(B(s4), B(s2))− Cov(B(s4), B(s1))− Cov(B(s3), B(s2)) + Cov(B(s3), B(s1))

+ (E(B(s4))− E(B(s3)))(E(B(s2))− E(B(s1)))

根据推论 6.1.10，当 i < j 时，Cov(B(si), B(sj)) = si − sisj，E(B(si)) = six，所以

上式 = s2 − s2s4 − s1 + s1s4 − s2 + s2s3 + s1 − s1s3 + (s4x− s3x)(s2x− s1x)

= −s1s3 + s1s4 + s2s3 − s2s4 + x2(s1 − s2)(s3 − s4)

= (s4 − s3)(s1 − s2)(x
2 − 1)

(2) E [(B(s4)−B(s1))
2] = (s4 − s1) + (s4 − s1)

2(x2 − 1)。

证明 :
仍然根据推论 6.1.10，

E
[
(B(s4)−B(s1))

2
]
= Var[B(s4)−B(s1)] + [E(B(s4)−B(s1))]

2

= Var[B(s4)] + Var[B(s1)]− 2Cov(B(s4), B(s1)) + [E(B(s4))− E(B(s1))]
2

= s4 − s24 + s1 − s21 − 2(s1 + s1s4) + (s4x− s1x)
2

= s4 − s1 + 2s1s4 − s21 − s24 + x2(s4 − s1)

= (s4 − s1) + (s4 − s1)(x
2 − 1)

5. 设 B 是方差参数 σ2 = 3 的布朗运动，已知 B(1) = 1, B(4) = 4，求 E(B(2)B(3)) 和
E(B(3)B(5))。

解 :

由于 (B(1), B(2), B(3), B(4), B(5)) ∼ N(
−→
0 , (i ∧ j)i,j=1,2,3,4)，所以

(B(2), B(3), B(5), B(1), B(4)) ∼ N





0

0

0

0

0


, 3



2 2 2 1 2

2 3 3 1 3

2 3 5 1 4

1 1 1 1 1

2 3 4 1 4
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由于 B(1) = 1, B(4) = 4，所以

(B(2), B(3)) ∼N(µ̃+BC−1(ȳ − v), A−BC−1BT)

= N

[0
0

]
+

[
1 2

1 3

][
1 1

1 4

]−1([
1

4

]
−

[
0

0

])
, 3

[2 2

2 3

]
−

[
1 2

1 3

][
1 1

1 4

]−1 [
1 2

1 3

]T
= N

([
2

3

]
,

[
2 1

1 2

])

所以
E(B(2)B(3)) = Cov(B(2), B(3)) + E(B(2))E(B(3)) = 1 + 2× 3 = 7

同理，

(B(3), B(5)) ∼N(µ̃+BC−1(ȳ − v), A−BC−1BT)

= N

[0
0

]
+

[
1 3

1 4

][
1 1

1 4

]−1([
1

4

]
−

[
0

0

])
, 3

[3 3

3 5

]
−

[
1 3

1 4

][
1 1

1 4

]−1 [
1 1

3 4

]
= N

([
3

4

]
,

[
2 0

0 3

])

所以
E(B(3)B(5)) = Cov(B(3), B(5)) + E(B(3))E(B(5)) = 0 + 3× 4 = 12

7. 令 Y (t) = B2(t) − t, R(t) = ecB(t)−c2t/2，其中 c > 0 为常数。证明对任意 0 ⩽ t < s，
E(Y (s)|B(t)) = Y (t) 以及 E(R(s)|B(t)) = R(t)。

证明 :

根据推论 6.1.10，由于 t < s，所以 E(B(s)|B(t)) = B(t),Var(B(s)|B(t)) = s− t，所以

E(Y (s)|B(t)) = E(B2(s)− s|B(t)) = E(B2(s)|B(t))− E(s|B(t))

=Var(B(s)|B(t)) + (E(B(s)|B(t)))
2 − s

=s− t+ (B(t))2 − s = B2(t)− t = T (t)

E(R(s)|B(t)) = E
(
ecB(s)− c2s

2

∣∣∣B(t)
)
= E

(
ecB(s)

∣∣B(t)
)
E
(
e−

c2s
2

∣∣∣B(t)
)

=E
(
ecB(t)

∣∣ B(t)
)
E
(
ec(B(s)−B(t))

∣∣B(t)
)
E
(
e−

c2s
2

∣∣∣ B(t)
)

=ecB(t)e
c2(s−t)

2 e−
c2s
2 = ecB(t)− c2t

2 = R(t)
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