
第一章 单元作业 6

1. 证明随机变量 X 的特征函数是实值函数当且仅当 X 与 −X 同分布。

证明 :

设 X 的特征函数为 fX(t)，则

X的特征函数是实值函数 ⇐⇒ fX(t) = fX(t)

⇐⇒ fX(t) = fX(−t)

⇐⇒ EeitX = Eei(−t)X

⇐⇒ EeitX = Eeit(−X)

⇐⇒ fX(t) = f−X(t)

⇐⇒ X与−X同分布

2. 设随机变量 X 的特征函数为 f(t) =
(
2−it
2

)−2，求 EX 和 VarX。

解 :

根据特征函数的性质，可知

iEX = f ′(t)|t=0 =

(
− i

2
· (−2)

(
2− it

2

)−3
)∣∣∣∣∣

t=0

= i · 1−3 = i

−EX2 = i2EX2 = f ′′(t)|t=0 =

(
i ·
(
− i

2

)
· (−3)

(
2− it

2

)−4
)∣∣∣∣∣

t=0

=

(
−3

2

)
· 1−4 = −3

2

所以有
EX = 1, EX2 =

3

2
, VarX = EX2 − (EX)2 =

3

2
− 12 =

1

2

3. 设 Xi 独立同分布，且 Xi ∼ Exp(λ), i = 1, 2, . . . , n。试用特征函数的方法证明：

Yn =
n∑

i=1

Xi ∼ Ga(n, λ)

证明 :

根据题意可知 Xi 的概率密度函数为 p(x) =

λe−λx, x > 0

0, x ⩽ 0
。根据特征函数的定义，

计算 Xi 的特征函数 f(t)：

f(t) = EeitXi =

∫ +∞

−∞
eitxp(x)dx =

∫ +∞

0

eitxλe−λxdx =
λ

it− λ

∫ +∞

0

e(it−λ)xd(it− λ)x

=
λ

it− λ
· e(it−λ)x

∣∣+∞
0

=
λ

it− λ
·
(

lim
x→+∞

eitx−λx − 1

)
=

λ

it− λ
·
(

lim
x→+∞

e−λxeitx − 1

)
对于 lim

x→+∞
e−λxeitx，设 a = e−λxeitx，将其看作复数的模长辐角表示法，则 a 的模长为 e−λx，

辐角为 tx。由于 λ > 0，所以当 x → +∞ 时，a 的模长 e−λx → 0（辐角 tx → +∞，但不重
要），因此 lim

x→+∞
e−λxeitx = lim

x→+∞
a = 0。

于是 f(t) =
λ

it− λ
· (0− 1) =

λ

λ− it
。

由于 Xi 相互独立，所以 Yn 的特征函数为：

g(t) = [f(t)]
n
=

(
λ

λ− it

)n

再计算 Y ∼ Ga(n, λ) 的特征函数：

h(t) = EeitY =

∫ +∞

−∞
eitxp(x)dx =

∫ +∞

0

eitx
λn

Γ(n)
xn−1e−λxdx

=
λn

(λ− it)n

∫ +∞

0

(λ− it)n

Γ(n)
xn−1e(it−λ)xdx

注意到
(λ− it)n

Γ(n)
xn−1e(it−λ)（零延拓后）为 Ga(n, λ − it) 的概率密度函数，根据分布函数的

正则性，
∫ +∞

0

(λ− it)n

Γ(n)
xn−1e(it−λ)dx = 1，所以

h(t) =
λn

(λ− it)n
=

(
λ

λ− it

)n

= g(t)

根据特征函数的唯一性，Yn 与 Y 同分布，即

Yn =
n∑

i=1

Xi ∼ Ga(n, λ)

4. 设 Xn
P−→ X,Xn

P−→ Y。证明 P (X = Y ) = 1。

证明 :

根据依概率收敛的运算性质，有

0 = Xn −Xn
P−→ X − Y

即对任意的 ε > 0，有

lim
n→∞

P (|0− (X − Y )| ⩾ ε) = lim
n→∞

P (|X − Y | ⩾ ε) = P (|X − Y | ⩾ ε) = 0

令 ε → 0，则根据概率的下连续性，可得

P (|X − Y | > 0) = 0

由于 |X − Y | ⩾ 0，所以

P (|X − Y | = 0) = 1− P (|X − Y | > 0) = 1

即 P (X = Y ) = 1。

5. 证明 lim
n→∞

E

(
|Xn|

1 + |Xn|

)
= 0 当且仅当 Xn

P−→ 0。

证明 :

对任意的 ε > 0，1 = 1{|Xn|⩽ε} + 1{|Xn|>ε}。所以有如下不等式：

|Xn|
1 + |Xn|

=
|Xn|

1 + |Xn|
1{|Xn|⩽ε} +

|Xn|
1 + |Xn|

1{|Xn|>ε}

⩽ |Xn| 1{|Xn|⩽ε} + 1{|Xn|>ε} ⩽ ε+ 1{|Xn|>ε}

等式两边同时取期望，则

E

(
|Xn|

1 + |Xn|

)
⩽ E(ε+ 1{|Xn|>ε}) = ε+ E(1{|Xn|>ε})

若 Xn
P−→ 0，则 lim

n→∞
P (|Xn| > ε) = 0，所以 lim

n→∞
E(1{|Xn|>ε}) = 0。 于是上述不等式两边同

时取 n → 0 时的极限可得

lim
n→∞

E

(
|Xn|

1 + |Xn|

)
⩽ ε

所以 lim
n→∞

E

(
|Xn|

1 + |Xn|

)
= 0。

若 lim
n→∞

E

(
|Xn|

1 + |Xn|

)
= 0，这里使用和书上不同的方法。根据马尔可夫不等式的一般形

式，有

P (|Xn| > ε) ⩽
E
(

|Xn|
1+|Xn|

)
ε

1+ε

不等式两边同时取 n → 0 时的极限可得 lim
n→∞

P (|Xn| > ε) = 0，即 Xn
P−→ 0。
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